Introduction de demi-espaces « bouchons » pour borner les intersections d'ensembles de contraintes en tolérancement by HOMRI, Lazhar et al.
21ème Congrès Français de Mécanique                                                                Bordeaux, 26 au 30 août 2013 
 
1 
 
Introduction de demi-espaces «bouchons» pour borner les 
intersections d’ensembles de contraintes en tolérancement 
L. HOMRI, D. TEISSANDIER, A. BALLU 
Univ. Bordeaux, I2M, UMR 5295, F-33400 Talence, France. 
Résumé : 
Dans le cadre de l’analyse des tolérances géométriques d'un système mécanique une approche classique 
consiste à manipuler des ensembles de contraintes linéaires. Ces ensembles de contraintes caractérisent les 
limites des déplacements relatifs entre deux surfaces d’une même pièce ou entre deux surfaces de deux 
pièces différentes potentiellement en contact. La position relative entre deux surfaces quelconques d'un 
mécanisme est déterminée par des opérations sur ces ensembles de contraintes (somme de Minkowski et 
intersection). Une méthode pour résoudre ces opérations est de modéliser chaque ensemble de contraintes 
par un polytope, qui par définition est l’intersection bornée d’un nombre fini de demi-espaces fermés de n . 
Or, l’intersection des demi-espaces simulant des contraintes géométriques ou de contact n’est en général pas 
bornée. Ceci est dû au degré d’invariance d'une surface ou au degré de mobilité d'une liaison caractérisant 
des déplacements théoriquement illimités. Dans cet article sont introduits des demi-espaces "bouchons" 
destinés à limiter ces déplacements. Ces demi-espaces bouchons sont ajoutés dans les ensembles de 
contraintes manipulés afin de les conformer à des polytopes. La difficulté de cette méthode est de maîtriser 
l’influence des demi-espaces bouchons sur la topologie des polytopes résultants d’une somme ou d’une 
intersection. Ceci est primordial pour valider les tolérances géométriques assurant la conformité d'un 
système mécanique au regard d'exigences fonctionnelles. 
Abstract : 
In tolerancing analysis area, a classical approach consists in handling sets of linear constraints. These sets 
of constraints characterize the boundaries of the relative displacements between two surfaces of the same 
workpiece or between two surfaces of two different parts, potentially in contact. The relative position 
between any two surfaces of a mechanism is determined by operations on these sets of constraints 
(Minkowski sum and intersection). A method for solving these operations is to model each set of constraints 
by a polytope, which by definition is a bounded intersection of many finitely closed half-spaces in some n . 
However, the intersection of half-spaces simulating geometric constraints or contact is generally not 
bounded. This is due to the degree of invariance of a surface or the degree of freedom of a joint 
characterizing theoretically unlimited displacement. In this article are introduced additional half-spaces to 
limit these displacements. These half-spaces are added in constraint sets in order to conform to polytopes. 
The difficulty of this method is to control the influence of these additional half-spaces on the topology of 
calculated polytopes by sum or intersection. This is necessary to validate the geometric tolerances ensuring 
compliance of a mechanical system in terms of functional requirements. 
Mots clés : Analyse de tolérances, polytopes, degré de liberté, degré d’invariance 
1 Introduction 
L’analyse de tolérances consiste à vérifier le respect de conditions fonctionnelles définies sur un système 
mécanique, en considérant les spécifications géométriques des pièces constitutives et les spécifications de 
contact entre ces pièces. Une spécification géométrique est définie par un ensemble de contraintes 
géométriques caractérisant les limites de déplacement d'une surface fabriquée dans une zone de tolérance. 
D'une manière analogue, une spécification de contact est définie par un ensemble de contraintes de contact 
caractérisant les non interférences entre les surfaces potentiellement en contact [1]. D'une manière générale 
un ensemble de contraintes géométriques ou un ensemble de contraintes de contact est un ensemble opérande 
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qui peut être conformé à un nombre fini de demi-espaces de 6 . La position relative entre deux surfaces 
quelconques d'un mécanisme est caractérisée par un ensemble de demi-espaces obtenu par sommation et/ou 
intersection sur ces ensembles opérandes [2]. 
Pour résoudre ces opérations, en particulier les sommes de Minkowski dans n , une méthode consiste à 
modéliser ces ensembles opérandes par des polytopes opérandes. Des algorithmes dédiés à la détermination 
de la somme de Minkowski de polytopes ont été développés [3]. Un polytope est l’intersection bornée d’un 
nombre fini de demi-espaces fermés de n  [4]. Or, l'intersection entre les demi-espaces d'un ensemble 
opérande n'est en général pas bornée et ne définit donc pas un polytope de 6 . En effet, les déplacements 
laissant globalement invariant une surface et les déplacements correspondant aux degrés de mobilité d'une 
liaison ne sont pas limités par des contraintes (respectivement géométriques ou de contact).  
Pour pallier à ce problème, une méthode consiste à définir des demi-espaces bouchons de 6  afin de limiter 
ces déplacements. Cet article propose de conformer les ensembles opérandes de contraintes à des polytopes 
opérandes par l'adjonction de demi-espaces bouchons. La difficulté de cette méthode est de maîtriser 
l’influence des demi-espaces bouchons sur la topologie des polytopes résultants d’une somme ou d’une 
intersection. Ceci est primordial pour valider les tolérances géométriques des pièces constitutives d'un 
système mécanique au regard d'une exigence fonctionnelle. 
Dans la première partie de cet article sera exposée la méthode mise en œuvre pour définir un polytope 
opérande modélisant une spécification géométrique ou une spécification de contact. Une deuxième partie 
présentera la problématique générale de gestion des demi-espaces bouchons dans les sommes de Minkowski 
et les intersections inhérentes à toute chaîne de cotes 3d. Des principes de solutions seront énoncés afin de 
pouvoir assurer la traçabilité des demi-espaces bouchons dans ces deux opérations. 
2 Définition d'un polytope opérande 
Les limites des déplacements d’une surface dans une zone de tolérance sont définies par un ensemble de 
contraintes géométriques. Une zone de tolérance est caractérisée par sa dimension t  et un paramètre 
( )0 1λ ≤ λ ≤  la positionnant par rapport à la surface nominale. Chaque surface réelle est modélisée par une 
surface de substitution de forme parfaite caractérisant une réalisation physique particulière de la surface 
nominale (voir FIG. 1). 
 in  
Surface réelle 
S1 
S0 
Zone de tolérance : ZT 
t λt 
(1-λ)t 
Ni 
S1 : Surface de substitution 
S0 : Surface nominale  
FIG. 1 - Définition d'une zone de tolérance. 
L’ensemble des contraintes géométriques est défini par la relation suivante: 
 ( )1 0 : 1 . . .iS ZT N S t t⊆ ⇔∀ ∈ λ − ≤ ≤ λNi it n      (1) 
Où Nit  est le déplacement en translation de 1S  par rapport à 0S  au point iN  , in  est le vecteur unitaire 
normal à la surface 0S  en iN , et1 i n≤ ≤ . 
L’utilisation des champs de petits déplacements permet d’écrire la relation (1) en tout point M  : 
 ( ) ( )1 0 : 1 . . .i MS ZT N S t t⊆ ⇔∀ ∈ λ − ≤ + × ≤ λi it N M r n     (2) 
Avec r  vecteur de rotation de 1S  par rapport à 0S .  
Nous notons dans une base ( , , )x y z  : , ,  et
n rMx i x ix x
n rMy i y iy y
n rMz i z iz z
t N M
t N M
t N M
      
      
      
      
      
M i it N M n r . 
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Les n  relations (2) peuvent être conformées à 2n   demi -espaces kH
−   avec 1 2k n≤ ≤  tel que : 
 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
1 2 3 4 5 6
1 k y k z 2 k z k x
3 k k y 4 5 6
: . . . . . .
, , , , ,
1 . . . 1 . . .
avec
1 . . . 1 . 1 . 1 .
k k k k k k kk
x y z Mx My Mz
k k
k kz ky k kx kz
k k k k
k ky x kx k kx k ky k kz
k
a x a x a x a x a x a x bH
x r x r x r x t x t x t
a a n
a a a a
b
− + + + + + ≤
= = = = = =
= − − = − −
= − − = − = − = −
n N M n N M n N M N M
n N Μ n N M n n n
( )1 si impair, si pairkt k b t kλ λ= − =
  (3) 
Un polytope opérande est défini dans 6  par sa H-description [4] pour une surface de classe complexe par : 
 { }2.
1
k n
k
k
P H
= −
=
=

       (4) 
Pour les surfaces de degré d’invariance invd  non nul, la relation (4) n'est pas une intersection bornée ; elle ne 
définit donc pas un polytope de 6 . Nous proposons de borner l'intersection définie par (4) par l'adjonction 
de m  demi-espaces bouchons jH
−  où 2. invm d=  selon la relation (5) : 
 { } { }
2.2.
1 1
invj dk n
k j
k j
P H H
== − −
= =
  =       

 
     (5) 
Considérons le cas d’une surface plane où 3invd = . Dans
6
 , 6 demi-espaces bouchons sont au minimum 
requis pour borner l’intersection des demi-espaces induits par les contraintes géométriques(2). Dans une base 
( , , )x y z  liée à la surface plane telle que z  soit une normale à la surface, les déplacements laissant 
globalement invariant la surface sont limités de la façon suivante, avec 0B ≥  et M un point quelconque de 
l’espace : 
 , etM MB B B B B B− ≤ ≤ + − ≤ ≤ + − ≤ ≤ +r.z t .x t .y     (6) 
Les relations (6) sont conformables à 6 demi-espaces bouchons de 6  de manière analogue à la relation (3). 
La détermination des normales des demi-espaces bouchons est déductible de la classe de la surface et de ces 
éléments de situation. 
La détermination de B , second membre d’un demi-espace bouchon, n’est pas triviale. Aujourd’hui cette 
détermination est empirique. B  est choisi « très supérieur » à t  pour différencier les déplacements limités 
des déplacements non limités. Pour des raisons de précision numérique liées aux algorithmes développés 
pour déterminer les intersections et les sommes de Minkowski, il est préférable de ne pas choisir une valeur 
trop grande. Nous allons considérer que la valeur de B est identique pour tous les demi-espaces bouchons de 
tous les polytopes opérandes. Nous reviendrons sur ce choix dans la conclusion de cet article. D’une manière 
analogue, il est possible de modéliser les limites des déplacements de toute surface.  
Il est également possible de modéliser les limites de déplacements entre deux surfaces potentiellement en 
contact par des contraintes de contact. Les demi-espaces bouchons limitent alors les déplacements inhérents 
aux degrés de liberté des liaisons. Dans le cas particulier des liaisons à contact unilatéral, chaque contrainte 
de contact limite un déplacement dans un seul sens, soit par une borne inférieure ou soit par une borne 
supérieure. Les contraintes de contact génèrent seulement n  demi-espaces de 6  au lieu de 2n  . Afin de 
borner l’intersection de ces n  demi-espaces de 6 , n  autres contraintes sont ajoutées au niveau des n  
points, comme si la liaison était bilatérale. Ces n contraintes forment n  demi-espaces bouchons 
supplémentaires qui sont ajoutés aux m  demi-espaces bouchons limitant les déplacements induits par les 
degrés de liberté selon la relation (7) où invd  correspond au degré de liberté de la liaison : 
 { } { }
1 1
2.
j m nk n
invk j
k j
P avec m dH H
= += − −
= =
  = =      

 
     (7) 
De manière générale, un polytope manipulé en tolérancement sera explicité par la suite de la manière 
suivante : 
 { } { }
1 1
avec 2
a na b nb
a b a b
a b
H H n n n m
= =
− −
= =
   = + = +   
   

 
     (8) 
{ }aH −  est l’ensemble des an  demi-espaces bouchons et { }bH −  l’ensemble des bn  demi-espaces bouchons. 
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3 Gestion des demi-espaces bouchons dans les opérations mises en œuvre 
3.1 Somme de Minkowski 
Le polytope  résultant de la somme de Minkowski de deux polytopes 1  et 2  est défini  comme suit :
 { }= ⊕ = + ∈ ∈3 1 2 1 2| ,p q p q           (9) 
La topologie du polytope   est définie par son éventail normal ( )N   résultant du raffinement commun des 
éventails normaux des polytopes opérandes [4] : 
 ( ) ( ) ( )= ∧3 1 2N N N         (10) 
La détermination du raffinement commun de deux éventails ( )1N   et ( )2N   consiste à déterminer l’union 
de toutes les intersections des cônes polyédriques des éventails ( )1N   et ( )2N   pris deux à deux [4]. Par 
conséquent, la topologie de   est indépendante du second membre B  des demi-espaces bouchons. La 
problématique de gestion des demi-espaces bouchons dans une somme se résume donc à identifier les demi-
espaces bouchons dans un polype somme   ayant connaissance des demi-espaces bouchons des opérandes 
1
  et 2 .  
La FIG. 2 illustre un exemple classique de somme de polytopes en tolérancement géométrique : le polytope 
1
  ne résulte d’aucun demi-espace bouchon, alors que le polytope 2  résulte de demi-espaces bouchons 
caractérisés par les facettes de normales respectives 21n  et 23n .  
 
FIG. 2 – Somme de Minkowski de deux polytopes opérandes dans2 . 
Nous définissons une facette bouchon comme étant une facette confondue avec un hyperplan limitant un 
demi-espace bouchon. D’après la relation (10), le polytope   est constitué de 6 facettes, parmi lesquelles 4 
facettes de normales respectives 11n , 13n , 21n  et 23n sont des facettes bouchons. 
Cet exemple montre qu’une facette bouchon d’une somme peut correspondre à une une translation d’une 
facette bouchon (facette de normale 21n ) ou d’une facette non bouchon (facette de normale 11n ) d’un des 
deux opérandes. Ceci est la conséquence de la seconde des deux propriétés suivantes de la somme de petits 
déplacements dans une chaîne de cotes [5] : toute somme de déplacements bornés est un déplacement borné ; 
toute somme de déplacements incluant au moins un déplacement non borné n’est pas bornée.  
Les normales des facettes d’un polytope correspondent aux arêtes de son éventail normal. 
Enonçons la propriété suivante : les arêtes caractérisant les facettes non bouchons dans l’éventail normal 
d’une somme résultent des intersections des cônes polyédriques duaux dépendant uniquement de facettes non 
bouchons, pris deux à deux dans les opérandes.  
+ 2   =
21  n
1  
13  n
14  n
12  n
11  n
22  n
23  n
24  n
3 1 2 = +  
21  n
11  n
24 14=n n
22 12= n n
23  n
13  n
: normale d’une facette non bouchon
: normale de facette bouchon
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La propriété énoncée ci-dessus permet d’identifier, dans l’éventail normal d’une somme, les arêtes 
caractérisant les normales des facettes non bouchons. Ceci est illustré dans la FIG. 3 provenant de l’exemple 
de la FIG 2. La détermination du raffinement commun des deux éventails normaux ( )1N   et ( )2N   
permettant d’obtenir ( )3N   est illustrée en FIG 3a. Les intersections entre les cônes duaux dont les arêtes 
résultent de facettes non bouchons sont illustrées en FIG. 3b.  
La propriété utilisée pour identifier les facettes bouchons montre que des calottes bouchons polyédriques 
peuvent être construites dansn . 
 
FIG.3 – Identification des arêtes normales au facettes non bouchons dans l’éventail normal d’une somme. 
3.2 Intersection 
L’intersection de deux polytopes opérandes 1  et 2  se définit comme étant l’intersection des demi-espaces 
provenant de l’union des ensembles des demi-espaces spécifiant la H-description des opérandes : 
 { } { } { } { }
1 1 1 2
1 2 1 2
1 1 1 1
avec et
u n v n u n v n
u v u v
u v u v
H H H H
= = = =
− − − −
= = = =
   
= = =   
   
 
   
       (11) 
 
D’après la définition (8), nous avons : 
 { } { }
1 1
avec
ak bkak n bk n
k ak bk ak bk k
ak bk
H H n n n
= =
− −
= =
   
= + =   
   

 
     (12) 
 
{ }akH −  est l’ensemble des akn  demi-espaces non bouchons et { }bkH −  est l’ensemble des bkn  demi-espaces 
bouchons.  
En tolérancement géométrique, nous avons besoin de déterminer l’intersection des déplacements limités par 
les contraintes géométriques et/ou de contacts. Cette intersection résulte de l’intersection des demi-espaces 
non bouchons des opérandes 1  et 2 . Afin de pouvoir conformer cette intersection à un polytope 3  (i.e. 
ensemble borné), il convient d’y adjoindre un ensemble de demi-espaces bouchons. Le polytope 3  peut se 
définir par la relation (13) conformément à (8) : 
 { } { } { }
1 2 31 2
3 1 2 3
1 1 2 1 1
a a ba n a n b n
a a b
a a b
H H H
= = =
− − −
= = =
     
=      
     
 
  
     (13) 
avec { }3bH −  ensemble des demi-espaces bouchon de 3 . 
 
La détermination des demi-espaces bouchons { }3bH −  n’est pas triviale. La topologie du polytope 3  est 
dépendante du choix du second membre B  des demi-espaces bouchons des opérandes 1  et 2 . 
Par conséquent, en général : 3 1 2≠ ∩   . 
La problématique de gestion des demi-espaces bouchons dans une intersection est globalement plus 
complexe que dans une somme de Minkowski. 
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Considérons les deux polytopes opérandes 1  et 2  de 
2
  illustrés en FIG. 4a. Les deux polytopes ont 
chacun 3 facettes bouchons et une facette non bouchon. La FIG.4b illustre le polytope 1 2∩   ; compte tenu 
du sens physique donné aux demi-espaces bouchons, le résultat définissant l’intersection entre les 
déplacements limités par 1  et 2  est le polytope 3  illustré dans la FIG. 4c. 
 
FIG. 4 : Illustration des 2-polytopes 1 , 2 et 3 . 
Une méthode pour déterminer 3  consiste à tronquer un hypercube circonscrit à l’union des sommets de 1  
et 2 , par les demi-espaces non bouchons de 1  et 2  : voir FIG. 5. Les facettes de 3  confondues avec 
l’une des facettes de l’hypercube sont des facettes bouchons. 
 
FIG. 5 : Détermination de 3 . 
4 Conclusion et perspectives 
Cet article a montré comment borner les intersections de contraintes manipulées en tolérancement, afin de les 
conformer à des polytopes par l’adjonction de demi-espaces bouchons. Les principaux principes permettant 
de maîtriser l’influence des demi-espaces bouchons sur la topologie de polytopes résultants de sommes de 
Minkowski et d’intersections ont été posés. Ces principes reposent sur des propriétés qui seront montrées 
dans une prochaine publication. La détermination empirique de B , second membre d’un demi-espace 
bouchon, ne pose pas de problème particulier à la maîtrise de l’influence des demi-espaces bouchons par les 
principes présentés. 
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